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Un s@eme Jntafz sl est décrit par des équations différentielles linéaires

. B A
4 coefficients constants.

@ On peut associer au systéme, 4 'aide de la bremsBormelion do Lopbee
une transmittance H(p) qui est une fraction rationnelle en p = jo.

@ Les méthodes d’étude des systémes linéaires sont trés puissantes en
raison des outils disponibles

A/
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Limitations des méthodes linéaires

SErDepitiond R
o Aucun systéme physique n’est complétement linéaire. Les méthodes linéaires ne
sont donc applicables que dans un CD‘NQL"C -!c ;&ﬁimn Cra On C‘e,.s'rre.'.n"' ;

|\

o Certains systémes sont impossibles a modéliser, méme localement, a des systemes

lindaires. Un exemple simple est le relais, que ce soit sous sa forme
électromagnétique ancienne ou sous sa forme électronique (transistor €n
commutation, thyristor, etc.);

o Certains phénoménes ne peuvent pas étre décrits par des modeéles et méthodes

linéaires. Par exemple,

1 la_preson doitee due au seuil alors que la théorie classique prévoit
une précision parfaite si le systéme comporte un intégrateur pur

2. le phénomene de _pom prae caractérisé par des oscillations
périodiques, alors que la théorie linéaire ne prévoit que des états stables ou
instables.

Systéme non linéaire - définition

efiition;
Par définition, un systéme non linéaire est un systéme qui n’est pas linéaire,
c’est-a-dire (au sens physique) qui ne peut pas étre décrit par des équations
différentielles linéaires a coefficients constants.

Cette définition, ou plutdt cette non-définition explique la
complexité et la _dews:bd sbn iisidne nn dnéane et des méthodes
qui s’y appliquent. Svewté

@ 1D hogapon vme Hhéaric q,deLpour ces systémes, mais plusieurs
- ’ v v r Y V' Y . r -
méthodes adaptées 2 certaines classes de systémes non linéaires.

On se limitera dans ce cours a I'étude des systémes asservis non linéaires,
c'est-G-dire d’asservissements qui contiendront un (voire plusieurs) éléments
non linéaires. Ces éléments devront en outre appartenir a des types bien définis -
de non-linéarités.
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Non-linéarités de base

-

Cmq non-linéarités de base peuvent se combiner pour former des

non-linéarités plus complexes.

).}4.};«\

hashena

Ll o=y AT
Aqu
§
A
%ﬁ
_seiP
|
e
¢

—————}

CommiiKon Tt @ vien

‘Combinaison des non-linéarités de base

Plusieurs combinaisons des non-linéarités de base sont possibles

o]
A/

LA

“o

hystérésis (jeu)

e

commutateur tout-ou—rien
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ombinaison des non-linéarités de base

Ces cinq non-linéarités et leurs _esmbimaismn oonmd- de e pmen}e.r o pe~ ?re'»
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courbure avec hystérésis relais avec seuil

T
L

relais avec seuil et hystérésis

relais avec hystérésis

seuil avec saturation

Classes des non-linéarites

Remarque :

n-linéarités de base sont N

13\%

. Les caractéristiques des 5 no
Les 5 non-linéarités de base ne modélis

dynamiques comme des (-,emps de commu
des différences de comportement selon les fréquences.

ent pas les phénomenes
tation (relais ou transistor) ou

Classes des non-linéarités

On peut classer les non-linéarités en plusieurs cat

— des non-linéarités CoT i &5

.z T ! .
_ des non-linéarités _owee 64 S mensifth(

— des non-linéarités

égories selon leurs propriétés :

(courbures) ou ik camtiaven (relais);

toutes celles avec hystérésis);

accaleﬂ‘twfﬁ ~ c'est-a-dire dues aux imperfections des

ou Eo\em\‘whm ~, c'est-

composants (saturation d’un amplificateur, jeu),

3-dire liées a la nature méme du composant (relais);

{
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Classes des non-linéarités

: ) Inertie
relais et hystéresis Avec 2 relais simple e
o(u) olu) i
A A :
> u » U
A
VI S S | z g
S
5
> 3
Y=
o(u) lu) 2 =5
A 7] O~

Saturateur

courbure + hystéresis

’ Systémes asservis possédant un seul élément non linéaire | §
orme _canonique B

Dans de nombreux cas, un seul élément non linéaire, et 'on peut généralement le | &

séparer (hypothése de séparabilité) des autres élements linéaires du systéme. | B

On peut montrer que 'étude det
peut toujours se ramener 3 I'étude d’un ;g«.ﬁé-ﬂe van Ladaise
Comgniome constitué dans la roine dineck Yom déwet von Dindaire

trde. (bloc avec la double bordure) suivi d’'un systeme linéaire noté L(p) (qui regroupe

els systémes a un élément non linéaire séparable

l'ensemble des termes linéaires), et d’un ek taitaife

élément non linéaire isolé 'ensemble des termes linéaires
< )

e + ,
N-L L -~

—

%6“& J'amm,umomcﬂ\f WL Sswn J“}N‘nt. Mmat,.e.

’t
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Forme canonique et réduction

Boucle d’asservissement non réduite

ononpy

e 4
- Hp) AN
déplacement )
des blocs Rp)
linéaires
e + I e i
— H(p) % & N F(p)
H(p) R(p)
“Tw T P [ %t [ate

1

- —

(B el ) f—

Boucle d’asservissement NL sous forme canonique

lForme canonique et reduction

Boucle d’asservissement non réduite

X

4_? H(p)

e, S
N F(p) ’
R(p)
T{‘om-_@ﬂ..;k‘m {,,,‘\‘e,\.l'\.’\'é
i\
iy
N Hwe H e J

Attention gux transformatrons mterd:tes on ne doit pas mtervert:r un ,}
bloc linéaire avec un bloc non linéaire, car la réponse de I'élément non linéaire

dépend de I'amplitude.
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| ’ ’ ! 1 'néaires
Méthodes d’études des systemes asservis non li

Dans ce cours, nous proposons deux méthodes d’étude des systemes asservis

non linéaires. ,
La mthole de neemomer homnolqee est une généralisation de Ia‘mt.ethode o
harmonique classique utilisée pour les systemes linéaires. Le pl:lnmpt? consnstetf':l e
réaliser une linéarisation dans le domaine fréquentiel afin de Ee"é"‘:l'ser.'a oS
fonction de transfert au cas NL. C'est une méthode approchée quis aP_P“?Uée POUd’U
des systémes & une non-linéarité séparable et qui suppose que la partie linéaire
systéme asservi se comporte comme un filtre passe bas.

La methle de oha Je phere st un cas particulier (dimension 2) dela
méthode tres générale de 'espace de phase. Cette méthode est ngourc:luse

et permet d’étudier des systémes non linéaires guelcongues. ?n reva:r.m e, ,

il est souvent difficile de trouver les solutions de fagon analvthue-_L interée :
actuel de cette méthode est lié & la puissance des calculat.eurs, qui permetten i
d'intégrer numériquement les équations et de calculer soit numériquement o

graphiquement les solutions.

!
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kx, pente k Aixy - M2)):
—y ~A2 L - )
A
. ¢ v u s v - 1"”
Saturation Seull
! 3 :
pente k M w
/ D A A
|
- "'/2/ T x | + A2 X
/ /hl2 : Wy ! >
i
/ M . | — .
Hystérésis Plus ou moins Plusg ou moins
avec senil
5 s s
Y, y D  xy i
M L i |pente k,
! i pente k, i
x X | &
7] 2 L2 Ah A . h i Xy
¢ |272 272 |
ZM i
> . PR 4 -M
Plus ou moins Plus ou moing Non lindalre
avec hystérésis avec seull et hystérésis par morceanx
G aln CO mp lexe de NL Non-linéarita Galn complexa unlvn]nnt
Tt ()
. . N . 4 I
Le tableau ci aprés donne les gains wmeation, Ny
complexes correspondant aux Np=k[1-1(£)]
caractéristiques des NL de la diapositive Aol Ny
précédente. Np = k[l -1(2) - 1())
Seull et saturation
Ng=10
Np=§[t+/(1- 2
-1 , pour u £ -1 Hystérésls [ ')]
flw)= %[urminu+u\/1 —ui] , pour |u| <1 No =;E§-’.‘(;L;-5};)
: P =1
+1 , pour u 2 —1 Plus ou malns '
Ng=0
forme X(t) =x1 Sm(mt) Plus ou molns Np= :_:!n‘Jl - (391')'
— la fonction f: avec seuil
Ng=0
2
Plus ou moins Np = :_:f 1— (’:_‘)
avec
hystérésis No = -1
] 7
Plus ou moins Np=3:—f[Jl—-(%f;'*) +Jl-—(%§lﬂ)]
avec
seull et hystérésis Ng= —%’7"-
Non linéalre Np = (k= ka)f (%) + &
par
morceatx No=0

|
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‘Pr,inci}sae de la méthode de ﬁremier harmonique
Reponse harmonique d’une NI

X(t) = x,sin(wt) N I~ s{t)=>?

Pour un systéme NL, a une excitation sinusoidale de pulsation w :
X(t) = x1sin{wt) est associée une réponse périodique de période T = 2rt/w, mais non
sinusoidale.

La réponse s(t) étant périodi

que, on peut la développer en séries de Fourier, En
Supposant que la moyenne

Sode s(t) est nulle, on a :

s(6)=s, sin(wt +4, )4 s, sin(2at +¢,)+...+ s, sin(kar + g,

L'approximation du premier harmonique consiste a conserver uniquement
le premier termeen w:

s(t) ~s5, sin(axt +¢,)

@ Les autres termes, en 2w, 3w, ...

étant Supnst .gaﬂl-rei‘ par le reste du systeme.
‘ Principe de la méthode de premier harmonique
- Gain complexe
ple;

Par analogie au cas linéaire, on peut introduire une fonction de transfert

généralisée ou équivalente, notée N(xviw)  qul depamd o austellin de
~ 1

'o.m 0.:"-&!: Ju \.'h'o‘\\\—ba‘e;\-@'é
Long :

x(t) = x;sin(wt) - Nix, w)

> S(t) =s,sin(wt + ®,)-

Le gain complexe équivalent s’écrit alors :

S 5
Nx,o)=-Le s
(x,,0) -3 1 Module |N(x,,a1)|=;‘—

L Phase arg (N (—’Cpfo)) =4
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/| Principe de la méthode de premier harmonique
-Gain complexe

X(t) =x;sin(wt) — Nix, w) | s(t) = ssin(wt +@,).

Le gain complexe équivalent : N (x,,w) =Ji i
Xy

Cette approche présente deux différences essentielles par rapport ala

fonction de transfert utilisée pour les systémes linéaires :

—il s’agit d’'une _:_x_g_g:-n_md"_ o dont il faudra vérifier le bien-fondé;
de 15 om F(‘J-«J:'na.

— le gain complexe équivalent dépend de la pulsation et aussi
d" e:l.c;-\'n&"(cﬂ

@ Condition de validité

.Condition de validité x(t) = xsin(wt) | Nix, @) ls(t) = s;sin(wt + ¢,).

Il faut vérifier deux conditions pour pouvoir appliquer la méthode du

premier harmonigue a un systéme asservi non linéaire :
1. Condition de _se mmdn&-\re, : le systeme asservi posséde un seul bloc NL qu’il est
possible d’isoler. Les autres éléments sont supposés linéaires, au moins

approximativement.

2. Condition de filtrage : la partie linéaire du systéeme asservi est un
Prre pome bar qui filtre les termes en 2w 3w, etc. Ce qui rend acceptable
I'a&proximation au premier harmonique dans le calcul du développement en séries

de Fourier. ‘2

Cette derniere condition est
qualitative, mais de sa pertinence
dépend la qualité de l'approximation.
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On considere la fonction de transfert généralisée N(x1, w) associée a un
élement NL. N(x,, w) peut étre représentée graphiquement par

wne _gnm“*- de l:ev de transfert gradués selon w, chacun des lieux étant

associé a une valeur de x,.

Généralement, puisque N(xy, w) est complexe, on la représente dans le plan de
Nyquist ou dans le plan de Nichols,

Fonction de transfert généralisée x(t) - Nix, w) ﬁ;} h
- ElS NL stat; o

Le tracé et 'utilisation de la fonction de transfert généralisée est complexe

dans le cas général, car celle-ci est une fonction de 2 variables.
o S Emale
On peut souvent considérer que I'élément NL est statitjue (on dit aussi sans

inertie) ne dépend pas de la pulsation w. On peut alors écrire :

”(‘Zn,u’) = Ul')h\
La fonction de transfert généralisée est alors appelée fonction d’amplitude ou gain
complexe équivalent.

Ce gain complexe équivalent N(x,) se représente par un lieu unique (et non plus une
famille), gradué en x,.

% on considére plutét le lieu critique C(x1) =
-1/N(x1), pour des raisons qui deviendront
évidentes lorsque nous aborderons les
problemes de stabilité.
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[ calcul :
B s de gains complexes équivalepis

e X(t) = x;sin(wt) —| Nix, w) [s(t) = s,sin{wt + ).

Le dévelo
e Ari 1 1] . ¢ N
PPement en série de Fourier d'un signal harmonique s'écrit

SU)= .
& w+az cos(2ax ) +b, sin(2ax )...+a, cos(k ax)+b, sin(k o) +...

vemn) i
.3; [N \\‘"\"‘m\lﬁ\"c
—

D’une fagon générale, si la non-linéarité est impaire,
le développement en séries de Fourier ne comporte
de termes en cosinus : a, = 0, Vk.

Si la non-linéarité est sans mémoire et symétrique,

2 T

avec a, =?J' (t) cos(k et Yt
2“1"

B }_»([S (t)sin(k o )at elle est impaire et par consequent a, =0, Yk

Premier harmonique , ‘

e Rappel
s(t)=a, cos(at)+b, sin(ar) s(t)=s, sin(ax¥ +4)
5T _ 5,4 :
avec g =Fj;s(t)cos(axyir | N(Jm,ﬁ))_xI ¢ .!
5T 7 ) A b
b, =F-!:s(t)sm(ai)dt 8§ = /a‘i- + bt ;¢4 = arctg (Ei-)

Exemple de calculs de gains complexes équivalepts [ npx, w) 4

- Relais idéal
On désire calculer le optn Crm g(‘m d’un relais (+M,-M)

b 4
e - |
_ M‘ T temps
s(t)=a, cos(at)+b, sin(ax)
2T
=—|s(t)cos(ax Mt N memeire at= O
T!‘ ; B SaE faevd

b, =%£s(t)sin(at)dt

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

\ Exemple de calculs de gains complexes équivalents

- Relais idéal .
On désire calculer le gain complexe équivalent d’un relais (+M,-M)
£

a M e
s(t) =a, cos(at)+b, sin(ax) ! r2
7 emps
-M i
_27 b =3}s(:)sin(am
a, —Fjs(t)cos(ax)dr T !
0 TR 2 T
35 27 =2 msi Z [ (=M )sin(ex )t
== h[ M cos(ax Yt +Fr‘[ (=M )cos(ax it T J; sin(ax Yt +T TJ;( ) r
2 T2
2M 1 . e i =£[—lcos(ax)j| ——zﬂ[—lcos(ax)}
T ES‘“(W‘) "T[;Sm(m‘)] T | w & i@ ri
0 T2 T/ u
T2 r _2M| T 2z M| T [2_” JJ'
=2—£{_[§—sin(%{tﬂ —%J_l:zlsin[.i‘_”;]:l' —T_|:—ECOS(T !)Ju 5 ': S—cos| t )
T o T i
=0 ) K e 2L L2
T T T T T
Qa,=0, prévisible @ s(t)= ﬂsin((a‘)
car la NL est une T
fonction impaire \,}C'est la_sinwn owr Q?g‘“"""“
on Mmitns Re Crbrasc (33’\"‘)
Exemple de calculs de gains complexes équivalents .
- Relais ideal (suite) -a *
On désire calculer le gain complexe équivalent d’un relais (+M,-M)
M
x(t) = x,;sin(wt) - relais |, T2
er T temps
aM .
= —--sSin(aX
5y =——sn(ar) Im(-1/N)
f A
s(t)=s,sin(axt +¢) 1
N Re(-I/N,
Sy i _ M R
N(x,0)=—e" =—
> & X\

Q Un relai est une NL statique, som» memsve
le gain N ne dépend pas de la pulsation w
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Exen}ple de calculs de gains complexes équivalents
- relais hystérésisg

On desire calculer le gain complexe équivalent d'un relais hysterésis
A}

Période : T

Période :T .

s (t) =a, cos(awt)+b, sin(ar) h
a,=2]s(t‘)cos(axﬁt | x (t ") =x, sin(e¥ ')=—2-
&

wibz soa o

l

b, = ]‘s(r)sin(at)dt

N

Exemple de calculs de gains complexes équivalents
- relais hystérésis (suite)

rJ

On désire calculer le gain complexe équivalent d’un relais hystérésis

a . i
2 42 ‘u' B Joors leer
x(t) = xsinfwt) iy "_:L e _ ; 5 .
Y] L remer ! -1 =__1_177_ l_[—J ‘j RiALE®
N(xl,a)) aM 2x, M
aM . (2m,
a, =—TSID('T—f ] ﬁ
b, =ﬂcus(2r—”t ] -
s(t)=——sin(at —at")
.us /3
P w2 @
= -M Sl i 4M _jaxl —N‘ : +
N(x]}a)):-—e :_;e (xl) -ﬁ_
x, x, le
=— e
N (x,,®) aM
1 | h
gvec aX =SIn -Zx—
1
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l Exemple de calculs de gains complexes équivalents

- relais idéal / relais hystérésis

On désire calculer le gain complexe équivalent d’un relais hysterfsw
s

1" e
4M
N s (X1, @) =——
X xlﬂ’
———— ﬁ{
X
72
0 lenyps
S 4
M _—————
0 72
-M 7 femps
= ——

C'est la méme sortie que celle du relais. Elle est déphasée (retardée) de

Nous déduisons alors pour un relais hystérésis

aM
N nis hystérésis (x,,@)=——¢e

_jw['

X\

M
-h2 | h2
o X
- M
X Période.:T
3 N E——— S—— 4 P
0
A‘; ﬁl
0 it t'+7/2 t'+T
T ter,
= M p=
Péaode:T

Exemple de calculs de gains complexes équivalents
- relais avec seuil

On désire calculer le gain complexe équivalent d’un relais avec seuil

s(t)=a,cos(at)+b,sin(ax) "

Période

;T

' +72 \ i
7
. ' ;—
oLt i_t'+T/2 Et'+7‘
i ; ténips
Période :T | i

T
a, =;2-Is(t)cos(at)dt « 5™ Null, asm engapde
0

b =

Tz-r[s (¢)sin(ax )t

Samrs memafe

x(t)=x sin(axt") =

©

h

wt'=sin”! —

1
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Exemple de calculs de gains complexes équivalents

5
;',.f'f‘ Exen}ple de calculs de gains complexes équivalents .M.,l [
. - relais avec seuil _ - b
On désire calculer le gain complexe équivalent d'un relais avec seuil }
2 ;] __—d‘ i e '
aM h , !{'+T/_? ¢'+T '
N (xl):_ 1-| — { : L
X\ 2x; B ] nenips
1
El driode :T
il _xm . h 2\ 2 - Période e
N (xl) 4M 2x,
Im(-1/N)
1
_N(xl)
5 — — Re(-1/N)
g o = ==
| = e
Eﬁh
T aM
__________————'"‘—"
- Q

4 i
- I n . - ’ - I3 I3 -
Onsgggil;gs:lglculer le gain complexe gquivalent d’un relais hysteresis
s§ Période :T
M T N L
-h/2 ‘ N +T2 /1 L\ __temps
i de—t V—J‘F_—%—\_'
o i R
4 N T
M i i i i i i P \,_H‘E‘
s(t)=q cos(ax ) +b, sin(axt) ’ /ﬁ' !\ ban /f;.”_ \E ‘
TN | e
-t Période :T P '
T i !
a, =_2_Is(t)cos(ax‘)dt - Q,L_ufa_b&h"— . I
Tg S T EmOVL x(t')=xlsm(al")=-2—
. 2 i . . 1
b|=.7:—js(t)sxn(al‘)df S(t ')=S| Sl[l(a)[ ')=kxlsm(ax‘ )=M
0
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Exemple de calculs de gains complexes équivalents

- Saturation (suite)

N desire calculer le gain complexe équivalent d’une saturation

2/ y 2
b= "(L‘L)?ﬁ (M
kx, 7 kx

T

2
il (xn)=2isin“(—ﬂ-‘[—]+3“i 1_[£4_) I ' Im(-1/N)
V4 X, X, kx, -m
Ed= g4 00 doo : X
= 2k \pim asin (L7 jx ), Up /2y wsqeb (124 karar,) ‘ s Re(-1/N)
C:=-A/N
?"‘HF(R'J“},I‘-%(CI) -1k

| Exemple de calculs de gains complexes équivalents
- NL définie par une équation mathématique

AO

On désire calculer le gain-complexe équivalent de Ia NL définie par
s =kx (1— fx 2)

Pour une entrée sinusoidale  x (¢) = x, sin(ax)
s(t)=kx, sin(ax)(l—ﬂ(x,sin(ax))’)

= kx, sin(ax ) —kx  Bsin’ (ot )
e’

. ) 3
o _ g dex el —ei*
. gl
. x.ﬂ( : ]

2)
[elja: =

jar _ _ -jor 1 e!jat ___e-ljm‘ 3 Eju _e-jax
R e | A - b
2j 4 2j 4 j

=kx  sin(et ) —kx fﬂ(—i—sin(.’mx ) +-i'—sin(ax))

X = N

=kx,

1 -jax
el —g?

——kx;}
2)

=kx,

. 3.
\f\-lﬁ"harmonique @ s(t)=kx,sm(ax)—kxfﬁ[m-zsm(ar)]
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it 74
- bl G —_——
| ey

Y| Exemple de ca]
%k )"f Culs de ain 4 .
|- NL définj '@ gains complexes equivalents

6 desve TS BATne éauation mathématique (suite)

mplexe équivalent de |la NL définie par

X N bs=kx (1—ﬂx2)

;1‘” harmonique

s(t)=kx, sin(ax)-kx,’ﬂ(O%-%Sin(ﬂ)]

=k [l-—x,’ﬂ[%nx, sin(ax)
=k [l—xfﬂ[%))x )

@ wiwde k (Ae- ‘«L?‘k%\)

Exemple de calculs de gains complexes équivalents A\
- NL sans hystérésis définie par un polynéme — Méthode de CYPKIN

On désire calculer le gain complexe équivalent d’une NL sans hystérésis définie par un

polyndome
x4 N jps= (JC)
Méthode de CYPKIN
/ - 2 1 \
%si n<5 @ N(x1)=§{f(xl)+f[§x1)]

Qi 5<n<l1®) N(xl)=£:[f(x,)+fexl]+\/§f(€xlﬂ

N Y,
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Exemple de calculs de gains complexes équivalent§ T
- NL sans hystérésis définie par un polynome — Méthode de CY.

£t : — sfinie par
On désire calculer le gain complexe équivalent d’une NL définie p

x 4 N »szkx(l—ﬂxz)

S =kx — Bkx?
Méthode de CYPKIN £ (1) = kx — fkx’

@ N(xl)z_a%(kxl ~flox; +§xl_%xlj]

1

LYY =k(1‘ﬂx12)

Stabilité des systémes asservis non linéaires

Stabilité des oscillations

Oscillation entretenue

A A
VANA
0 @I Lp) o157
(™ ebcni
AW
\VARV

|
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S

i
¥

—'._'.t = 7

N .
- /| Stabilité g )
i €S systemes asservis non linéaires

Stabilité deg oscillations

oorable

A

Filtre passe bas

neah enfn‘!n f"énnc

_|imba}

i ritere de stabilité des oscillations

Stabilité des systemes asservis
- dans le cas linéaires

[

—7%)——- o) L) -

Critéere de stabilité : critere de 9;3@.\-

&8
1+CL

parcouru dans le sens des w positifs, laisse le point

critique -1 a sa gauche
. G i D

CL

—

1+ CL ©st stable si la diagramme de Nyquist de G,

parcouru dans le sens des w positifs, laisse |e lieu

est stable si la diagramme de Nyquist de CL,

critique -1/C a sa gauche

-1

'.m

CL
Im

Re

[f
.
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Stabilité des systemes asservis non lineaires \

5 =
e + r " \‘.__—

| L) |— 71

g

La boucle fermée est kbWl pow v sila diagramme de Nyquist de L, parcouru
\

dans le sens des w positifs, laisse le lieu critique -1/N(x,) a sa gauche

A Im
\ Re

L(w)

-I/N

\

\ Conditions nécessaires d’auto-oscillations

c o — ‘ S
N (x,)L (o) : L L) | *
1+N (xl)L (a))

|

La condition nécessaire d’auto-oscillation :

A- 'f“(.'x-&.\ L(U) = 0

Chaque solution mathématique de cette équation donne la pulsation w,
et I'amplitude (x,), d’une auto-oscillation.

L(w)=-

N (x,)
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Résolution amphiave
. LU (
les solutions sont les int

la partie linéaire L(jw) et du lieu critique C(x,).

Si les deux courbes, L{jw) et C(x,), se
coupent en un point M(w, (x)o), 12

yIm

~

ersections entre les courbes représentatives de

condition nécessaire d’auto-oscillation

est vérifiée au point d’intersection : il M(w (%1)o)

existe une auto-oscillation de pulsation
w, et amplitude (x,), L'auto-oscillation
stable peut &tre stable ou instable.

Pour que cette auto-oscillation soit stable, il faut que,
et/ou la pulsation de l'auto-oscillation, on doit reve

L(w)

-I/N

si on modifie un peu I'amplitude
nir vers les solutions wy et (x1)o

Stabilité des auto-oscillations

By

« Supposons que le systéme soiten M

« Supposons ensuite que ’amplitude x,
baisse légerement

. Le point M-joue le role du point -1/k

. En appliquant le critére du revers, la courbe
L(w) laisse le point M- sur sa gauche

« La réduction d’amplitude est donc stable

. Si I’amplitude commence a diminuer, elle
tend a2 diminuer davantage

. T ossillation va donc disparaitre !

M(wy (X1)o)
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Stabilité des auto-oscillations i

Supposons que le systéme soit en M

Supposons ensuite que 1’amplitude X m

augmente léeg
g ¢ légérement \ Re

Le point M*joue le rdle du point -1/k M

En appliquant le critére du revers, la courbe ~ M(@or (Xi)o)
L() laisse le point M* sur sa droite

L’augmentation d’amplitude est donc instable

* Sil’amplitude commence & augmenter, elle M correspond
. donc
tend a augmenter davantage awko ogiflakven
g e n ek
* Lossillation va donc disparaitre ! ikl
| %
Stabilité des auto-oscillations —® (i —

* Supposons que le systéme soit en M

* Supposons ensuite que 1’amplitude X,

baisse légérement M(w,, (%))
* Le point M- joue le réle du point -1/k
* En appliquant le critére du revers, la courbe
L(m) laisse le point M- sur sa droite
* La réduction d’amplitude est donc instable e T
 Si I’amplitude commence a diminuer, elle = ol

tend & augmenter et elle revient a (x,), |

S L S S ]
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ool

.
o~ $eid

< }
-

s

o

. W
4

. /Stabilité des auto-oscillations i |

T —® j—‘

Supposons que le systéme soit en M

* Supposons ensuite que I’amplitude x; fW i
augmente légérement M(m Re
* Le point M*joue le réle du point -1/k k
* En appliquant le critére du revers, la courbe \-1-—
L (w) e

L(w) laisse le point M- sur sa gauche

- I augmentation d’amplitude est donc stable M corfespond

« Si I’amplitude commence & augmente, elle 'dtonc
tend 4 diminuter et elle revient a (x;),
Stabilité des auto-oscillations —® 277 o

Im

cycle limite _
5\_0}'015 \ / };e

L (w)

-I/N

cycle limite

RS

E—— [
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Critére geométrique de stabilité g

= C,lliiéte_d.e_LQelL

Critére de Loeb : soit un cycle limite détecté comme I'intersection du
lieu de Nyquist L

(jw) et du lieu critique c(xo) possédant une pu!satlon w~w* et'
une amplitude x, ~ X,*. Cette oscillation est stable si l'intersection est telle qu'en
Parcourant |e lieu de Nyquist L{w) dans le sens des w croissants on laisse sur
5@ gauche la direction des x. croissanta

des x; croissants sur le lieu critique.

Im

cycle limjte XNg..

sk\h

L (w)

cycle limite tamr).

Critere géométrique de stabilité

- Exemple e -
Exemple
e + ' k 1 s
h s p(p+l)(p+2)
Calcul du lieu critique La réponse harmonique de
4 I’élément linéaire
i k
Nx)=— Cix))=——x A
o, X, ( ] 4! (p) p(p+l)(p+2)
_-'E‘;‘lz_l‘;;rirzlifrgﬁm complenes equivalents -rf-;—_- Im

Jir .
)= —;ism{r'.rj

. Lin-1A)
*(r) =5, sinfar + d)
Nirpene Dogm _ AW

ol raT

$ "-*”'-'Wesfmeﬂlsutiqu._
““”““Pmdmweum,mw

ik
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Critere geométrique de stabilité

-Exemple_\

?‘e 87 B s . ‘ s

- — ] p(p+])(p+2)
M(x1*!w*)? *
JIm w* ?
k
, i w*) = =-180°

) Re L’ jo*(jo*+1)(jo*+2)

Im(L(jo*)=0

*
X ?

C(xl*)=—1;—xl*=Re(L(jaJ*))

GAD k
+ p(p+1)(p+2)

Critere géométrique de stabilité o = i
- Exemple B = g 0
. k |
L(Jw*)—jm*(jm*+l)(jw*+2)
Im P
C(x,) ’L Re jm*(z—(m*)2+3j(a;*))
k

30 + (%) 2-(2¥))

_ D)) =

. B 3 e =i 3(2-(60*)) 2
PP )(7+2) 9(@* + (2-(0%)) ~ 9(e*)+ (@*)(2-(0¥)’)

k ©°
L(jco*)=;6— Qo =2

C(Xﬁ‘):—%xﬁ‘:RC(LUCO*)) @ xl*=3£k
T
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Critére géométrique de stabilité

- Exemple
2
M( x|*=‘_—k ’ CU*:'\/E)
37[ it
Im ﬂ
Clx,) Re -rf
cn
k
p(p+1)(p+2)

- Exemple
2
M( xl*__k ’ 0)*=‘\/§ )
Iz
Im Critére de Loeb : cycle limite stable
C(x,) Re
|uy i
Transfer Fen
2 T T T T —
1+
k 0.5
p(p+1)(p+2) g :
u -0.5
osec Mok bbee -
1.5F
% -1 -0.5 0.5 1 1.5

<ol
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ff | "/t;e
%ﬁ‘ ¥ CF:; e g]eometrlque de stabilité
emple

L5

.'f ’m ’»" ar:a"

L) ol
o
’1

dx/dt

\ Critere géométrique de stabilité

- F‘ypmﬂlp

Ve
[y
=

2 (4

(t=0)

)

o
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ClltElO geométrique de stabilité

—E,\emp]&
...... - tor= 3 y
e
dx/dt
T f\ .......... o |
[\ /' 3
e NL NN K %
t dx/dt \\-/J
£ ........ /\ ...... /\/ r
..... LV .7
¥
Oscillations forcées

e(t) =e, sin(ax) eﬂ_k%x; N(x,) [ L(p) S~?

On introduit une excitation extérieure :

o =t ats Repenses en fréquences de
—e~L(jo)N (x,)x I’asservissement NL
= 1
. U,
B |1+L (jo)N (x )‘
( ( ))x =e ( 1
¢ =arg . 5
(LGN (x,))x e =ee™ W\ (xl))] |
. 1 g 5
Lo () | o couple solution (x; ) |

correspond a la possibilité
d’existence d’une oscillation forcée
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- scillations forcées et)=e, Si“(“’) R ¥ Pt L) i]
’.‘f }/
Repenses.en_ﬁtequencesde_Lassemsseme

l Dans le cas NL,
X, = I’amplitude x, de I
) . : J‘U]N (""l)
| [1+L (io)N ., I"oscillation de sortie e
dépend de =arg
= 1 [+({Jm)N(r ))
argl\x | = ) .
| B(x) arg[(l_,_L(jm)N )] li}mphtude e etla
PErE— j fréquence o du sinus - us“
ysteme linéaire d’excitation. u.) m
g | s X
Presque Bo}Q\ ?gﬁ; /\ (e));
| rapportx,/e; N(e ), (e);
constant ) =
i @), X (w);
. (w),
droites (®),
€ / e"' »%
Oscillations forcées e(:)=e,sin(ax)._*4§FL | s —f
- Cas-d’une synchronisation
Soit I'exemple suivant, pour w= w
CU*
4
! _
“ o A
Q Si e, <e”; pas de solution donc pas d'oscillation

O Sie” <e, <e’, deux solutions donc 2 oscillations possibles (selon les Cl)
O Sie’,<e,  uneunique solution donc une seule oscillation

e" est un seuil au dessous duquel il n’y pas d’oscillation possible
1l est appelé seuil de synchronisation ou seuil de coupure
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G(f)=e| sm(a_xj N(x) lw
l Oscillations forcées L % Lo) *\

- Ca&dh.me&yncllmnisa,tit;u:t-a-‘.LP-C-Silr‘vlLl r

Soit I’exemple suivant, pour
0= (l)* w*

X
/E‘/
™

U Si on augmente réguli¢rement ¢, , lorsque e, > e’; alors augmentation brutale de
I amphtude de sortie (& x )

Q Sie, >e’; et on diminue réguli¢rement e, , lorsque e, < e”; alors diminution
brutale de I’amplitude de sortie

Le phénomeéne de saut existe lorsque ’amplitude
de x, de ’oscillation forcée varie de maniére
discontinue en fonction de ¢,

‘ Oscillations forcées s X v L $
- exemple e(t)=e sin(ax ) —_
4
Nx)=—
X
(| 1 | Pour un @ donnée,
VL Ga)N (x)| ! 1+L(jm)%xl —e, dans le plan complexe,
] : ' o e, est la distance entre
arg(x ) = g{(l+L(jm) N (x 1))] x,+L(jo ); =€ le point B : L(j )—4-

et le point A : (-x J.)

 Im
: : /= \ Re
Est-ce qu’il existe | an e
toujours des solutions ? B A
(oscillations) ?
2L (o)
T
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AL RSN ‘
scillations forcees

-

+ J
s.=(r)=e‘sin(7¢-1tﬁ=)= Ea

X w L(p)

-1

) exemple

Est-ce qu’il existe toujours des solutions ? (oscillations) ?

Si e, est faible
(inferieur & un certain seuil)
+Im

2 LGw)
T

Il n’existe aucune
solution g d'occillokim

Si e, est suffisamment granc
(supérieur a un certain seuil

S’

+Im

Re

=t

2 L(jo)
T

1l existe 2 solutions
2 oscillations forcées sont possibles)

fa-ﬂ.é
i
Oscillations forcées 4 x| '] L 1 s
- exemple le(t) =e, sin (@t )| 4 5l
Est-ce qu’il existe toujours des solutions ?
(oscillations) ?
Seuil de
+Im synchronisation
< .
Re €, =—'7_r']-m(L(Ja’))

B
Seuil cre"n
\ synchronisation
;L(Jw) xf"

7 b LgaL (T

gchiemontrer ce résult
agon théorique -

Sl
at
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